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Przedmowa

Niniejsza ksiazka powstata na bazie notatek do wyktadéw z teorii osobliwosci,
ktére prowadzitem na Uniwersytecie Warszawskim i Politechnice Warszawskiej
1 ktére we wstepnej wersji zostaly wydane w postaci skryptu ,Wybrane Zagad-
nienia Teorii Katastrof” przez Oficyne Wydawnicza PW w 2005 r. Wyklad jest
przeznaczony dla studentéw II i III stopnia kierunkéw scistych i technicznych.
Jest rowniez dostepny dla studentéw mtodszych lat interesujacych si¢ metodami
topologii rézniczkowej i analizy geometrycznej w szczegdlnosci metodami mo-
delowania matematycznego.

W ksiazce zawarta jest podstawowa tres¢ wyktadu jak réwniez materiat dodat-
kowy, rozszerzajacy, ktory moze pozwoli¢ studentowi uzupetni¢ swoja wiedze
o elementy zastosowan i techniczne detale niektorych dowodéw. Do gtéwnych
celéw wyktadu naleza;:

1. Zapoznanie stuchacza z podstawowymi pojeciami teorii osobliwosci funk-
cji 1 odwzorowan gtadkich, ktdre pozwalaja przeprowadzi¢ klasyfikacje ge-
nerycznych typéw osobliwosci 1 pozna¢ podstawowe rezultaty dotycza-
ce lokalnych wtasnosci kietkéw w otoczeniu zdegenerowanych punktow
krytycznych.

2. Przedstawienie tych idei, pojec 1 twierdzen, ktdrych uogélnienia i zastosowa-
nia w innych dziedzinach matematyki (na przyktad w geometrii rézniczkowe;j
1 analizie geometrycznej) odgrywaja ogromna role.

3. Prezentacja dziatania metod teorii osobliwosci przy rozwiazywaniu proble-
moéw matematycznych wyrostych z fizyki matematycznej, optyki geome-
trycznej, teorii przejsc fazowych, mechaniki etc.

4. Wskazanie, na wybranych przyktadach, podstawowych zasad tworzenia mo-
deli zjawisk w fizyce i w naukach przyrodniczych.

Préba dowodzenia podstawowych twierdzen teorii osobliwosci, na przyktad
twierdzenia o klasyfikacji stabilnych deformacji (rozwinig¢) funkeji w punktach
krytycznych, prowadzi do wielu skojarzen w fizyce, biologii, socjologii, filozofii
etc. Stad trzy, do pewnego stopnia niezalezne rozdzialy ksiazki.



10 Przedmowa

Tworca idei 1 tej czesci matematycznej teorii osobliwosci, ktéra jest prezen-
towana w niniejszym materiale, jest wybitny matematyk francuski René Thom.
Badajac generyczne — typowe wilasnosci punktéw krytycznych funkeji i odwzo-
rowan gladkich - sformutowat on (zob. [34, 35, 36, 37]) podstawy teorii maja-
cej wyjasnia¢ strukturalne przemiany form zaréwno w matematyce czy fizyce,
jak 1 w naukach przyrodniczych. Podstawowe twierdzenie tej teorii (twierdzenie
Thoma) podaje skoniczong klasyfikacje lokalnych postaci stabilnych rodzin funk-
¢ji — potencjaléw parametryzowanych nie wigcej niz pigcioma parametrami kon-
trolnymi przestrzeni konfiguracyjnej. Pojawila si¢ lista 11, a w przypadku czte-
rech parametréw kontrolnych 7, katastrof elementarnych R. Thoma. Sa to dia-
gramy bifurkacyjne w przestrzeni parametréw rodziny, opisujace punkty prze-
mian rodzaju degeneracji osobliwych punktow krytycznych w stabilnej rodzinie
potencjatow. Potencjaly w fizyce matematycznej graja role funkeji generujacych
dla powierzchni — podrozmaitosci Lagrange’a stanéw rOwnowagi w przestrze-
ni fazowej uktadu fizycznego. Stad jest niezwykle uzyteczny pomost pomiedzy
analizg i topologig rozniczkowa a geometrig i matematyczna fizyka. Pomost ten
tworzy szczegélnie intensywnie rozwijajaca si¢ obecnie dziedzina matematyki —
geometria symplektyczna. Naturalne rozszerzenie wynikéw teorii osobliwosci
przy badaniu generycznych wtasnosci reprezentatywnych obiektow geometrii
symplektycznej, takich jak na przyktad podrozmaitosci Lagrange’a czy ogdlnie
podzbiory izotropowe wzgledem struktury symplektycznej, przyniosty wyczer-
pujaca klasyfikacje kaustyk, osobliwosci cz6t fali i ztozonych systeméw promieni
pojawiajacych sie w geometrii Riemanna z brzegiem (zob. [5, 2, 3]).

Rozdzial I jest poswigcony wprowadzeniu do teorii osobliwosci. Sednem tej
teorii s3 twierdzenia globalne o wlasnosciach lokalnych takich obiektéw jak funk-
cje, odwzorowania, pola wektorowe, formy rézniczkowe oraz inne obiekty geo-
metrii 1 analizy. Wprowadza si¢ wiec pojecie kietka odwzorowania i podaje jego
pelng charakteryzacje przy uzyciu dzetow. Istotnie wykorzystuje sie tutaj ogol-
niejsza, wersje twierdzenia o funkceji uwikfanej, ktora byta uzyskana przez wy-
bitnego matematyka francuskiego J.P. Tougerona. Dalsze badanie punktow kry-
tycznych funkeji prowadzi si¢, wprowadzajac pojecie rozwinigcia i rozwinigecia
uniwersalnego kietka. W znacznej czesci tego rozdziatu wykorzystuje si¢ meto-
dy algebry lokalnej; lemat Nakayamy 1 algebraiczna wersje twierdzenia przygo-
towawczego Malgrange’a. Geometryczno-topologicznych metod dostarcza twier-
dzenie o transwersalnosci R. Thoma, ktérego wersja dzetowa jest gtéwnym na-
rzedziem przy dowodzeniu lokalnej stabilnosci rozwinie¢ uniwersalnych. Pojecie
stabilnosci jest centralnym pojeciem teorii osobliwosci i teorii katastrof. Czescia
zamykajaca rozdziat 1 jest klasyfikacja kietkéw osobliwych 1 ich stabilnych roz-
winie¢. Klasyfikuje sie kietki ze wzgledu na ,utozenie” ich orbit w przestrzeni
wszystkich orbit; tzw. pojecie prostoty kietka wprowadzone przez V.I. Arnolda
(zob. [2]) pozwala podac wyczerpujaca i uzyteczna klasyfikacje najbardziej na-
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turalnych osobliwosci, ktérych reprezentanty przyjmuja postaci wielomianowe
bez tzw. parametréw modalnosci. Postaci normalne osobliwosci stabilnych, tzn.
najprostsze wielomianowe postaci kietkow, reprezentantéw odpowiednich orbit,
sa wyprowadzone do wymiaru 5 przestrzeni parametrow rozwinigcia. Deduk-
cja katastrof elementarnych z uzyskanej klasyfikacji jest juz natychmiastowym
wnioskiem.

Dziedzina, w ktérej teoria osobliwosci znalazta swoja naturalna reprezenta-
cje, jest geometria symplektyczna. W rozdziale I wprowadza sie pojecie podroz-
maitosci Lagrange’a — podstawowe pojecie mechaniki, optyki, teorii pola, termo-
dynamiki etc. Klasyfikacje podrozmaitosci Lagrange’a prowadzi sie poprzez kla-
syfikacje ich rzutéw na baze wiazki ko-stycznej, ktdra jest sztandarowym przy-
ktadem przestrzeni symplektycznej. Zostaly tutaj przedstawione rezultaty uzy-
skane w okresie ostatnich dwudziestu lat, takze te dotyczace osobliwosci uktadow
promieni optycznych uginajacych si¢ na gtadkich powierzchniach i1 na przysto-
nach. Sa to niezwykle elementarne i glebokie rezultaty, wiec koniecznie powinny
wejs¢ do programu wyktaddéw na starszych latach studiéw. Bardziej konsekwent-
na cze$¢ rozdziatu II stanowi klasyfikacja typowych, symetrycznych podrozma-
itosci Lagrange’a i symetrycznych kaustyk. Stosowane tutaj metody sa modyfi-
kacja standartowych metod teorii osobliwosci w przypadku bez symetrii. Jed-
nak réznice w wynikach 1 wnioskach sa zaskakujace 1 zasadnicze. Rozwaza si¢
najprostsza grupe symetrii Z, — symetri¢ wzgledem odbicia - 1 dla takiej sy-
metrii prowadzi si¢ klasyfikacje kaustyk w niskich wymiarach przestrzeni fazo-
wej. Ten rozdzial zawiera nowe rezultaty niepublikowane dotychczas oraz nie-
publikowane w monografiach. Ze wzgledu na nieobojetny sens fizyczny pod-
stawowych obiektéw rozdzial Il moze by¢ zaliczony do kursu matematycznej
fizyki.

Nazwa ,teoria katastrof” faczy sie z zastosowaniem twierdzen klasyfikuja-
cych rozwiniecia uniwersalne osobliwosci w naukach przyrodniczych i zostata
rozpropagowana w pracach wybitnego matematyka brytyjskiego E.C. Zeemana.
Poczatkowe sukcesy tego podejscia i pickne prace, ktore ukazaty sie we wspot-
pracy matematykow, biologéw, socjologdw, lekarzy, pokazaty jednoczesnie bar-
dzo wyraznie granice stosowalnosci tzw. elementarnej teorii katastrof. Wowczas
wielu matematykéw zwrdcito sig ku teorii osobliwosci, a przyrodnicy dla kt6-
rych jezyk matematyczny teorii katastrof byt zbyt hermetyczny, ograniczyli si¢
do automatycznego powtarzania w réznych kontekstach, czesto z deformacja,
konstrukeji stworzonych przez E.C. Zeemana. W rozdziale III zostaly podane
modele matematyczne: pracy serca, dziatania partii politycznych, akeji neuro-
nu, i pewne uwagi systematyzujace proces formalizacji zjawisk. Przy pisaniu tego
rozdziatu korzystalem z pionierskich wykladow teorii katastrof prowadzonych
przez Jacka Komorowskiego, w 1975 roku na Wydziale Matematyki UW, za co
sktadam mu gorace podzigkowanie.
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Tres¢ wyktadu przewiduje znajomos¢ podstawowych kurséw analizy mate-
matycznej, algebry z geometrig i geometrii rozniczkowej (zob. [27, 23, 24, 3]).
Do wazniejszych, opracowanych poza wykladem tematdw nalezy zaliczy¢ klasy-
fikacje kaustyk w przestrzeniach z symetria oraz kwazikaustyk — uogélnionych
zbioréw bifurkacyjnych w obecnosci osobliwego brzegu.



