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Wstep

Ksiazka ta jest zapisem moich wyktadéw dla doktorantéw Politechniki Warszaw-
skiej prowadzonych w latach 2007-2010. Wyktady sa ze soba luzno powiazane.
Utatwiato to stuchaczom - czesto zajetym sprawami zwigzanymi bezposrednio
z pisaniem pracy doktorskiej - nadazanie za tokiem zajec.

Wyktad pierwszy poswiecony jest rozwazaniom historycznym, z domieszka
filozofii, méwimy tez o uprawianiu matematyki. Nastepne dwa dotycza krzy-
wych. Najpierw przypominamy elementarna geometri¢ rézniczkowa, a potem
koncentrujemy si¢ na jednej, wybranej krzywej: cykloidzie. Przypominamy za-
pomniany juz rachunek wielkosci nieskonczenie matych - intuicyjng technike,
wyparta w XIX wieku przez scisty jezyk ,epsilonowo-deltowy”. Wyklad piaty
poswiecony jest zadaniom z zakresu przeptywu pradu, ale traktujemy te pro-
blematyke jako czysta geometrie. W szdstym wedrujemy po powierzchniach,
a w siddmym tez - tyle, ze niemal niezauwazenie wchodzimy do geometrii nie-
euklidesowej. Wyktad 6smy zawiera podstawy geometrii euklidesowej w prze-
strzeniach dowolnego wymiaru.

Tytut ksiazki mozna rozumie¢ dwojako. Naturalnym, i bardziej zgodnym
z regutami jezyka polskiego rozwinieciem, jest, ze oto w ksiazce sposrod wielu
sposobow rozwiazania danego zadania (a priori niekoniecznie matematycznego)
omawia si¢ te, ktore przede wszystkim postuguja si¢ geometria. Ale mozna do-
strzec 1 $lad innej interpretacji: moze chodzi o to, jakich metod uzywa si¢ w geo-
metrii?

W ksigzce, ktdra nie jest podrecznikiem, przewaza pierwsza interpretacja ty-
tutu. Co mozna zrobi¢, (w domysle: lepiej), gdy zamiast obliczaé, najpierw na-
rysujemy, a potem pomyslimy? Oto pierwszy przyktad, bardzo szkolny, ale po-
uczajacy. Jaka krzywa zakresla srodek odcinka, ktérego obydwa konce porusza-
ja si¢ po prostych prostopadtych? Aha, myslimy, skoro mamy wyznaczy¢ krzy-
w3, to znajdzmy jej réwnanie. Wprowadzmy uktad wspétrzednych, niech dtu-
goscig odcinka bedzie a. Jezeli jeden z koncdéw odcinka jest w punkcie (x,0),
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to drugi w (0,y), gdzie y wynosi, chwileczke, aha, y = a* — x?, a zatem éro-

dek to (x/2, vV a* — x?/2), do licha, co to za krzywa? Moze hiperbola? Oj, zaraz

si¢ przekonamy, mozemy przeciez to sobie wszystko narysowac. Bierzemy pro-

gram, ktory ma podstawowg grafike, wezytujemy, naciskamy Enter i widzimy
. cwiartke okregu.

A jak to rozwigzac? Wystarczylo rozumowanie geometryczne: slizgajacy sie
odcinek wyznacza na obu prostopadtych osiach odcinki x,y. Twierdzenie Pita-
gorasa daje natychmiast, ze x* + y% ma staly warto$¢, a wiec przy Slizganiu sie
srodek zachowuje tez stala odlegtos¢ od poczatku uktadu. Szukang krzywa jest
tuk okregu.

Oto bardziej powazny przyktad. Czytelnicy tej ksiazki znaja drugie prawo
Keplera: w réwnych odstepach czasu promien wodzacy planety poprowadzony
od Stonca zakresla réwne pola. Mozna to prawo wyprowadzi¢ z wlasnosci stoz-
kowych 1 zasady zachowania momentu pedu planety, postugujac si¢ rachunkiem
rozniczkowym. A oto, jak to thumaczy Voltaire (Wolter, 1694-1778), przypisujac
zreszta rozumowanie Newtonowi(!):

Podam tres¢ dowodzenia Newtona; tatwo bowiem zrozumie je uwazny czytel-
nik, ludzie bowiem posiadaja w swym umysle matematyke naturalna, pozwala-
jaca im pojac matematyczne stosunki, jesli tylko nie s3 zbyt skomplikowane.

c D

H

A S

Niech ciato A przejdzie do B w bardzo krotkim czasie; przy koncu mniej wiecej
takiego samego okresu ruch jednostajny (nie ma tu bowiem wcale przyspiesze-
nia) doprowadzitby je do C. Ale w B ciato to znajduje site, ktéra popycha je po
prostej BHS; nie podazy wigc ono ani droga BHS, ani droga ABC. Poprowadzcie
réwnolegtobok CDHB, wéwczas ciato, poruszane sita BC i sifa BA, pojmowanej
jako nieskonczenie male, sa zaczatkiem krzywej; rozumujac tak dalej dojdziemy
do wniosku, ze ciato to musi poruszac si¢ po krzywej.

Ciato to musi w réwnych czasach zakreslac pola réwne: pole tréjkata SBA jest
réwne polu trojkata SDB, poniewaz trojkat SBA jest rowny trojkatowi SBC, jako
ze trojkaty te maja wspolny wierzchotek S oraz podstawy AB i BC réwne, zas
trdjkat SBC jest rowny trojkatowi SBD (trdjkaty te maja wspdlng podstawe BS,
a ich wierzchotki D, C leza na tej samej linii réwnolegtej do podstawy BS, zatem
pola tych tréjkatéw sa rowne). Dlatego kazde ciato, wprowadzone w ruch poci-
skowy i przyciagane przez staly osrodek, zakresla pola proporcjonalne do czasu

(V) Elementy filozofii Newtona, 1956, PWN, Warszawa. W 2011 roku ukazalo si¢ polskie thuma-
czenie (autorstwa Jarostawa Wawrzyckiego) dzieta Newtona Matematyczne zasady filozofii przyro-
dy. Jest to wydarzenie o wielkim znaczeniu dla naszej kultury!
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1 na odwrdt, kazde cialo, ktore przebiega po krzywej pola rowne w réwnych cza-
sach, moze by¢ traktowane jako znajdujace si¢ pod dziataniem sily przyciagajacej
je ku srodkowi tych pél (...).

Tyle Voltaire. Czego mozemy si¢ nauczy¢, analizujac powyzszy tekst? Po
pierwsze, wyjasnia on nurtujace na pewno wszystkich pytanie, jak nasi poprzed-
nicy mogli odkrywac prawa rzadzace natura, kiedy one wymagaja tak skompli-
kowanej matematyki? Po prostu rozumowali geometrycznie, a ,nas” obowiazuje
inny paradygmat uprawiania matematyki, wyksztalcony przez przedpoprzednie
stulecie. Wszystko ma by¢ ujete w jezyku epsilonowo-deltowym, w notagji teo-
rii mnogosci, wyliczone algebraicznie, nawet podparte autorytetem Kompute-
ra, a nie ,wyzonglowane” - chocby poprawnie i przede wszystkim przekonuja-
co - z mglistych intuicji geometrycznych, dotyczacych wielkosci nieskonczenie
matych.

Tu nikt nie moze by¢ pewien. To nie nauki sciste. (Wypowiedz jednego z przy-
siegtych w filmie ,Dwunastu gniewnych ludzi”, rez. Sidney Lumet, 1957).

Ale nie jest tak zle, nie musimy cofa¢ biegu historii nauki. Thomas Kuhn
w swoim stynnym dziele Struktura rewolucji naukowych (1968) opisat rozwoj na-
uki normalne]. Takim terminem okreslit stadium, w ktérym w danej dyscyplinie
naukowej rozwdj jest stabilny: gromadzone s3 kolejne odkrycia, rozwiazywane
coraz to nowe lamigtéwki, odkrywane coraz to nowe obszary. W pewnym mo-
mencie nastepuje kryzys, przez pewien czas trwa walka starego z nowym 1 jak
zwykle zwycieza nowe. Stare zostaje zapomniane. Podreczniki akademickie pi-
sze si¢ na nowo, stare maja ograniczone wzigcie w antykwariatach. ,,Tak ma by¢”
zapewnia nas Kuhn: ,tylko zta nauka nie zapomina o swoich luminarzach.” Cos
za co$ - widzimy wszystko ogdlniej, rozumiemy coraz wiecej (i coraz wigcej
przed nami zagadek). Postep, prawdziwy postep.

I tylko czasem ... koni zal.

Ryszard Kapuscinski napisat w jednym ze swoich Lapidariéw: ,,Arabowie ko-
chali si¢ w abstrakgji 1 jej najwyzszym przedstawieniu — w geometrii. Rysunek
geometryczny - jakby otwieral przed nimi swiat, ale to ztudzenie, bo przeciez on
jest kresem, tym wtasnie Swiatem”.

Juz w trakcie wyktadéw, a potem w trakcie pisania, stanatem przed kilkoma
trudnosciami. Pierwsza z nich to kfopot z wyborem materiatu i poziomem abs-
trakgji. Stuchacze sa juz ludZmi uksztaltowanymi naukowo, zaawansowani w pra-
cach nad uzyskaniem stopnia i tylko niewielu z nich potrzebuje zdobycia spraw-
nosci w kolejnej dyscyplinie matematycznej, a jesli nawet, to przy kazdym wybo-
rze materiatu zadowolona bedzie tylko mata grupa stuchaczy. Nastepna trudnosé
byta raczej przyjemnym wyzwaniem. Zaréwno na politechnice, jak i na wielu
innych uczelniach, matematyka jest przedmiotem pomocniczym, uzytkowym.
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Na og6t nie pokazuje sie tam matematyki ani jako sztuki, ani jako pewnej filo-
zofii, ani - co oczywiste na wydziatach technicznych, ekonomicznych 1 nawet
przyrodniczych - nie probuje si¢ dostrzec w matematyce aspektéw nauki huma-
nistycznej i nie dyskutuje si¢ o roli matematyki w kulturze. Czy da si¢ napisac
podrecznik matematyki, ktory bytby réwniez o tym?

Nie pamigtam, kto jest autorem dos¢ zjadliwego powiedzenia, ze nauki tech-
niczne nie daja cztowiekowi nic oprocz samej wiedzy. Kontynuujac takie dywa-
gacje, mozemy zauwazy¢, ze klasyczne nauki humanistyczne przypominaja do-
bra poczciwa Zong, ktéra zrobi czasem awanture, ale z reguly da si¢ udobruchac.
Nauki sciste przywodza raczej na mysl zazdrosna 1 wymagajaca kochanke, ktéra
w kazdej chwili moze powiedziet ,,idZ sobie”. Te mysli réwniez wptywaly silnie
na tres¢ 1 sposéb prezentacji wyktadéw.

Nastepna trudnos¢ wynikata ze znacznego zréznicowania umiejetnosci i wy-
ksztalcenia matematycznego studentow, bedacych doktorantami najrozmait-
szych wydziatéw. Dlatego i stopien wyktadéw byt niejednolity. Byt to swiadomy
wybieg. Od czasu do czasu wigkszos¢ stuchaczy (ale nie wszyscy) méwito ,alez
to wiemy”, ale niekiedy wyktfad rozumiato niewielu stuchaczy.

W ksiazce czesto dowodze tej samej rzeczy kilka razy, z kolei niektore dowo-
dy pomijam. Jest to oczywiscie zamierzone. Co do rozwiazywania tego samego
zadania kilkoma metodami - ze zdziwieniem obserwuje nieche¢ nauczycieli do
takiej pracy. Zadanie rozwiazane - to nie ma sensu rozwigzywaé drugi raz.
Pacjent wyleczony, szczyt zdobyty, kran naprawiony. Po co leczy¢ dalej, wcho-
dzi¢ jeszcze raz, naprawia¢ naprawione? Z absurdalnoscia takiego stanowiska
nawet nie chce mi si¢ dyskutowac. Szkoda, ze jest to zjawisko dos¢ czeste. Z kolei
pomijanie dowoddw jest zle widziane przez zawodowych matematykéw, ktdrzy
chca miec swiadomosé, ze ogarniaja catosc swojej wiedzy - od aksjomatéw po naj-
trudniejsze twierdzenia. Stoje na stanowisku, ze mozna niekiedy doskonale rozu-
mie¢ istote twierdzenia, nie znajac dowodu. Poza tym przemawia do mnie opinia
wyrazona miedzy innymi przez wybitnego niemieckiego matematyka, Herman-
na Weyla (1885-1955): ,,istota matematyki tkwi w przykfadach”. Rowniez dlatego
w ksiazce jest duzo przyktaddw, a stosunkowo niewiele ogolnych twierdzen.

Praktycznie nie ma w ksigzce rozwiniecia ,programu z Erlangen”, w ktérym
Felix Klein (1849-1925) okreslit geometrie jako nauke o niezmiennikach grup
przeksztalcen.

Wymienig kolejng trudnosé. Staneta ona przede mna po raz pierwszy od cza-
su profesjonalnego zajmowania si¢ matematyka, czyli od ponad czterdziestu lat.
Jest wyzwaniem dla pokolenia, do ktdrego naleze. Jak pisa¢ podreczniki, zwlasz-
cza dla dorostych, kiedy wszystko jest do znalezienia w Internecie? Po co otwie-
ra¢ zadrukowane kartki papieru - nacisnij klawisz! Chodzi mi oczywiscie o to,
ze mozna sobie wyobrazi¢ ksiazke do matematyki jako prosty przewodnik po
stronach internetowych. Przeciez to czego nie ma w sieci, nie istnieje w ogdle.
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W tabelce po lewej stronie lista tematdw, po drugiej odnosniki do stron inter-
netowych. Absurd? Tak, ale wcale nie taki oczywisty. A co zrobic, kiedy kom-
putery (doktadniej: programy napisane przez matematykow) uwalniaja nas od
zmudnych obliczen, a niekiedy 1 od myslenia, zastepujac je wlasnie obliczeniami?
Wielu kolegdbw w moim wieku ,obrazito si¢” na komputery. Sa dumni z docho-
wania ,wiary przodkow”. Czy stusznie?

Zatem i na wyktadach i w ksigzce staralem si¢ postugiwac kilkoma progra-
mami typu CAS (Computer Algebra System) - programami obliczeniowymi, wy-
konujacymi (co najbardziej istotne) rachunki symboliczne. Przewaznie byt to
program Mathematica w wersji 7.0.

Postawione pytania i zasiane watpliwosci staly, a raczej wisialy nad moja glo-
wa. Swiadomoéé tego wplyneta na zawartoéé ksiazki i styl pisania, a takze na
sposob doboru literatury uzupetniajacej, ktéry w dobie Internetu powinien by¢
inaczej konstruowany. Stron internetowych, z ktdrych korzystatem, nie wymie-
niam. Z przegladarek najbardziej kompetentna jest Wolfram Math World.

Wreszcie, wyktady te stanowily pewnga probe nauczania matematyki troche
inaczej. Mieszanka starych, zapomnianych metod, z nowoczesna algebra kom-
puterowa wydaje si¢ by¢ mieszanka cukru z sola. Czy tak jest niech osadza
Czytelnicy.



