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Ksiazka ta powstala na podstawie cyklu wyktadow ,Narzedzia geometrii”
prowadzonych w latach 2011, 2012 1 2013 dla doktorantéw Politechniki War-
szawskiej w ramach Centrum Studiéw Zawansowanych Politechniki Warszaw-
skiej. Poniewaz w wyktadach uczestniczyli doktoranci réznych kierunkéw stu-
didw, materiat zostat tak wybrany, aby do jego zrozumienia wystarczyly umiejet-
nosci z zakresu standardowego kursu matematyki na studiach licencjackich lub
inzynierskich Politechniki Warszawskiej.

Celem wyktadéw bylo zapoznanie stuchacza z narzedziami wspodtczesnej
geometrii wraz z przyktadami zastosowan. Wybrane zostaty nastepujace tematy:

1. Geometria metryczna - dlaczego warto szuka¢ uogélnien;

2. Geometria fraktalna - o zbiorach samopodobnych 1 kodowaniu obrazu;

3. Geometria analityczna - rownania krzywych 1 powierzchni;

4. Geometria rozniczkowa - o powierzchniach, pierwszej formie oraz o tym
dlaczego mapy na sferze nie mozna przedstawi¢ na plaszczyznie z zacho-
waniem odlegtosci;

5. Geometrie nieeuklidesowe - jaka jest geometria wszechswiata.

W ramach kazdego tematu materiat teoretyczny zostat ograniczony do mini-
mum potrzebnego do przedstawienia zagadnienia i zrozumienia zastosowan.

Podobne zatozenia zostaly przyjete przy pisaniu ksiazki. Materiat ksiazki
przeplatany jest cwiczeniami, ktére pomoga czytelnikowi zorientowac sig, czy
ten material zrozumiat.

Dzigkujemy stuchaczom wykladéw - doktorantom Politechniki Warszaw-
skiej. Ich zainteresowanie, uwagi 1 pytania stanowily inspiracje do opracowania
przedstawionego w ksiazce materiatu.
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Geometria byta uzywana od wiekdéw do opisu otaczajacego swiata a takze w r6z-
nych dziedzinach matematyki. Na poczatek pokazemy na trzech przyktadach,
jak rézne moga by¢ zastosowania narzedzi geometrycznych.

Znane od czasow starozytnych twierdzenie Pitagorasa ma wiele dowodéw.
Przytoczymy tu jeden z nich, dowdd geometryczny podany przez Euklidesa [17].

0.1. Twierdzenie Pitagorasa. Dany jest trdjkat prostokatny o wierzchotkach
A, B, C i kacie prostym przy wierzcholku C. Jezeli a, b, c sq dfugosciami bokdw prze-
ciwleglych odpowiednio punkrom A, B, C, to

A =a’+ b
Dowdd. Wykorzystuje si¢ nastepujace dwa fakty dotyczace pdl tréjkatow:

e trojkaty o wspolnej podstawie i trzecim wierzchotku lezacym na proste;
réwnolegtej do podstawy maja rowne pola;

e kazda izometria ptaszczyzny, w szczegblnosci kazdy obrét, zachowuje po-
le dowolnego trojkata.

Korzystajac z tych faktéw, pokazujemy (rys. 1), ze jezeli M jest spodkiem
wysokosci trojkata A(ABC) z wierzchotka C, to

%bz = P(A(ACF)=P(A(AFB))=P(A(ACD))= P(A(AMD)).
Analogicznie dowodzimy, ze
%az = P(A(EMB)).
Zatem kwadrat o wierzchotkach A,B,D,E, o polu c¢?, zostal podzielony

na dwa trdjkaty o polach 24? i dwa tréjkaty o polach 35 Stad otrzymujemy
?=a’+ b2 a
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Rys. 1. Dowéd Euklidesa Twierdzenia Pitagorasa

0.2. Jak Eratostenes zmierzyl dlugos¢ rownika. Okoto roku 230 p.n.e. Era-
tostenes udowodnit, ze réwnik (,o0bwdd Ziemi”) ma dtugosc 40 tys. km. Jego
,pomiar” jest oparty na tym, ze kat miedzy kierunkami prostopadtymi do po-

Aleksandria

Rys. 2. Jak Eratostenes zmierzyt obwdd Ziemi
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wierzchni ziemi w dwéch punktach jest proporcjonalny do odlegtosci ,sferycz-
nej” tych punktéw, tzn. dtugosci tuku wielkiego okregu przechodzacego przez te
dwa punkty. Eratostenes wiedzial, ze odlegtos¢ miedzy Aleksandrig i lezacym na
potudnie od niej (blisko zwrotnika Raka) Assuanem wynosi okoto 800 km. Kat
miedzy kierunkami prostopadlymi do powierzchni Ziemi w Aleksandrii 1 Assu-
anie zmierzyl, badajac kat padania promieni stonecznych w Aleksandrii w dniu,
w ktorym promienie stoneczne padaty w Assuanie prostopadle (patrz rys. 2).

Obliczyt, ze kat ten jest rowny 7,2°. Poniewaz 7,2° = 5—10 -360°, wiec 800 km
stanowi %

Obliczenia Eratostenesa sa obarczone pewnym btedem, poniewaz w rzeczy-
wistosci Aleksandria 1 Assuan lezg tylko w przyblizeniu na tym samym potu-
dniku: wspolrzedne geograficzne Aleksandrii sa 31,2 N 129,92 E, a Assuanu -
24,05 N 132,54 E (zwrotnik Raka - 23,26 N).

dtugosci réwnika.

0.3. Dlaczego warto uogélnia¢. Wyobrazmy sobie, ze kule ziemska opasa-
no wzdhuz réwnika scisle przylegajaca tasma, a nastepnie przedtuzono te¢ tasme
o 1 metr, zachowujac jej ,kolisty ksztalt”. Czy mysz moze przecisna¢ si¢ teraz
pod ta tasma?

Niech / bedzie dtugoscia rownika, r - jego promieniem a R - promieniem
wickszego kota utworzonego przez przedtuzona tasme. Poniewaz [ =277, wiec

2nR=2nr +1,
a zatem
1 1
R—r=—>-.
2w 8

Ten wynik jest o tyle zaskakujacy, ze nie zalezy od r! Oczywiscie przez szpare
szerokosci wigkszej niz % m przejdzie nawet kot [3].



